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PROPRIETES

Propriété 1

Si b divise a et c divise b alors c divise a.

Démonstration

b divise a donc il existe un entier k tel que a=bxk

c divise b donc il existe un entier k' tel que b=c x k'

Ainsia=bxk=(cxk')xk=cxkk! donc a=k"c et c divise a
k" appartient a Z

Propriété 2

Si c divise a et c divise b alors c divise uxa+vxb avec u et v entiers relatifs.

Démonstration

c divise a donc il existe un entier k tel que a=cxk

c divise b donc il existe un entier k' tel que b=cxk'

donc ua+vb=ux(cxk)+vx(cxk') soit ua+vb=cx(uk+vk')

K" tient a Z
. N . appartient a
Ainsi ua+vb=cxk" et c diviseuxa+bxv. PP

Conséquences

e Sib divise a donc -b divise a

e Sibdivise a alors |b| S|a‘

e Sibdivise a et a divise b alors b=a ou b=-a
e Sibdivise a alors bc divise ac

LE RAISONNEMENT PAR RECURRENCE

Le principe

Soit une propriété P,dépendant d’un entier naturel n.

Pour démontrer que P, est vraie pour tout entier n>n,, il suffit de montrer que :
(1) la propriété est vraie au premier rang n,.

(2) démontrer que pour un entier n(nZno), P, vraie implique P, vraie.

DEMONSTRATION EN 3 ETAPES

Initialisation : on vérifie la propriété P, aurang initial n, soit B, vraie.

Hérédité : on suppose que la propriété P, est vraie a un rang n quelconque avec n>n, et
on démontre sous cette hypothése que la propriété est vraie au rang n+1.

Conclusion : I'axiome ci-dessus permet de conclure que la propriété est alors vraie pour
tout entier n2n,.



LIEN ENTRE CONGRUENCE ET DIVISION EUCLIDIENNE

Tout nombre est congru modulo n au reste de sa division euclidienne par n.

CONSEQUENCES

¢ Modulo n, tout nombre est congru a un nombre r tel que 0 <r <n—1.

e Sia= r[n] et0<r<nalors rest le reste de la division euclidienne de a par n.

LA SOMME ET LA DIFFERENCE

La relation de congruence modulo n est compatible avec I'addition et avec
la soustraction dans N ;
Sia= b[n] eta' Eb'[n] alorsona:a+a'= b+b'[n] et afa'zbfb'[n},

DEMONSTRATIONS
La somme
sia=b[n]alors a—b=0[n] d'ot a—b multiple de n
sia'=b'[n]alors a'—b'=0[n] d'ots a'~ b' multiple de n
donc a—b+a'-b" multiple de n.
a—b+a'—b'=0[n|<a+a'=b+b'[n]
La différence
sia=b[n]alors a—b=0[n] d"ou a—b multiple de n
sia'=b'[n] alors a'-b'=0[n] d'ou a'- b' multiple de n
soit a—b—(a'-b') multiple de nd'ou a—b—(a'-b')=0[n]
<a-a'=b-b'[n]
LA MULTIPLICATION
La relation de congruence modulo n est compatible avec le produit dans N ;
Sia= b[n} eta'= b'[n] alorsona:axa'=bx b'[n].
Démonstration
sia=b[n]alorsa—b=0[n]d'ola=kn+b avec kEZ
sia'=b'[n]alors a'—b'=0[n|d'otia’=k'n+b' avec k' € Z
soit  axa'=(kn+b)(k'n+b')

axa'= bb'+ n(kb+ bk'+ kk'n)



DEFINITION ET PROPRIETE 1

Soit a et b deux entiers relatifs. On suppose que a et b ne sont pas tous les deux nuls.

Un entier qui divise a et b est appelé diviseur commun a a et b.

L’ensemble des diviseurs communs a a et b admet un plus grand élément appelé plus grand
commun diviseur de a et b et il est noté PGCD (a; b).

NOTATION

On note D(n) 'ensemble des diviseurs dans Z d’un entier relatif n.
L'ensemble D(a) M D(b) est I'ensemble des diviseurs communs de a et de b.

PROPRIETE 2

Soit a et b deux entiers naturels supérieurs ou égaux a 2.
e Si, dans leur décomposition en produit de facteurs premiers, a et b n’ont pas de facteur
premier commun alors le PGCD (a; b) = 1.

e Sinon, le PGCD de a et de b est égal au produit des facteurs premiers communs de a et de b,
chacun d’eux étant affecté du plus petit exposant figurant dans la décomposition de a et de b.

REGLES SUR LE PGCD

Pour tous a, b de Z non tous deux nuls :

* PGCD (a; b) est un entier strictement positif ;

e PGCD (a;a)=|al ;PGCD(a;1)=1;PGCD(a;0)=|al;

* PGCD (a; b)=PGCD (b; a) =PGCD (]al ; |b])

* D(a)MD(b) =D (PGCD (a; b)) (conséquence de la proposition 2), ce qui signifie que les
diviseurs commun a a et b sont les diviseurs de leur PGCD.

CONSEQUENCE

Pour tous entiers relatifs a et b non tous deux nuls et tout k de N:
PGCD (ka ; kb) =k PGCD (a; b)

Démonstration

Soit d =PGCD (a; b).

On pose a’ et b’ deux multiples de a et b tel que a’ = ka et b’ = kb avec k un entier relatif.
Il existe donc d” = PGCD (a’; b’).

Comme d divise a et b alors kd est aussi diviseur de ka et kb et donc kd divise a' et b'.
Or d'=PGCD(a';b') donc kd divise d' soit d' = k'(kd) avec k' un entier relatif.
On peut déduire que k'(kd)=PGCD(a';b") > k'( Kd )= PGCD(Ka; Kb) <> k'd = PGCD(a ;b)
avec d =PGCD(a;b) d'ot k'=1 et d'=kd.

Comme d'=PGCD (ka;kb) et d'=kPGCD(a;b) on a bien PGCD(ka;kb)= kPGCD(a;b),
Propriété

Sia divise b alors PGCD (a; b) = [a].



